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Abstract: This is perhaps one of the most popular applications of the definite 
integral after calculating the area in rectangular coordinates and the volume of a body 
of revolution. Manual construction of a drawing in polar coordinates is a long and 
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Всё очень и очень напоминает привычную задачу нахождения площади. 
Полярным аналогом криволинейной трапеции является криволинейный сектор. 
Рассмотрим некоторую функцию , заданную в полярной системе 
координат, которая принимает неотрицательные значения на отрезке  и 
непрерывна на нём. Криволинейным сектором называется фигура, 
ограниченная отрезками лучей  и графиком : 
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Площадь криволинейного сектора рассчитывается по формуле 
. Как видите, перед интегралом ставится дробь , сама функция 
 возводится в квадрат, а интегрирование осуществляется по переменной 
«фи». 
В качестве демонстрационного примера, вычислим площадь круга, 
ограниченного окружностью  с центром в полюсе, радиуса 2. Очевидно, 
что  и по формуле: 
 
Пример 1 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией  
Ручное построение чертежа в полярных координатах - процесс длительный 
и трудоёмкий. В нашем случае задача облегчается ещё и тем, что 
 для любого «фи», 
а значит, угол, как и в примере с площадью круга, принимает все значения 
от  до . По рабочей формуле: 
 
Стандартно понижаем степень с помощью известной тригонометрической 
формулы: 




Забавно, что можно вообще не иметь ни малейшего представления о том, 
какую фигуру ограничивает линия .  
Взглянем на график косинуса: 
на интервале  косинус принимает такие же по модулю значения, 
что и на интервале , только со знаком «минус». Поскольку у нас 
косинус возводится в квадрат, то фигура, ограниченная графиком функции 
, будет состоять из двух одинаковых и симметричных 
относительно полюса частей, вершины которых, очевидно, находятся в 
следующих точках: 
 
Так же очевидно, что при  полярный радиус равен нулю. 
Давайте найдём дополнительную опорную точку. Напрашивается угол в 45 
градусов: 
 
В силу симметрии линии:  
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По ходу пьесы всячески приветствуется импровизация, так, в данном 
примере уместно найти значение  для более точного построения чертежа. 
Ну и, конечно же, не забываем по клеточкам оценить, что полученное 
значение площади  похоже на правду. 
Пример 2 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией  
Это пример для самостоятельного решения. Примерный образец чистового 
оформления задачи в конце урока. 
Если на пути встаёт область определения, то блицкриг тоже вполне 
осуществим: 
Пример 3 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией  
Решение: данное уравнение задаёт двухлепестковую полярную розу, 
область определения: . Лепестки одинаковы, поэтому 
достаточно найти площадь одного из них, а результат удвоить. Удваивать 
рекомендую сразу же (в конце задания забывается просто «на ура»): 
 
(*) На данном шаге использовали чётность подынтегральной функции на 
симметричном относительно нуля отрезке интегрирования. С геометрической 
точки зрения это означает, что лепесток розы симметричен относительно своей 
центральной оси. В предыдущих двух примерах фигуры тоже были 
симметричными, но, как ни странно, в рассматриваемом типе задач излишнее 
обмусоливание данного факта зачастую только удлиняет решение. 
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Ответ:  
Если считать, что уравнение  задано в обобщенных полярных 
координатах, то данная роза будет иметь 4 лепестка, и, соответственно, 
результат следует умножить ещё на два. Но, как я уже советовал в курсе 
аналитической геометрии, осмотрительнее рассматривать классику, где 
полярный радиус неотрицателен. 
Кривая 4-го примера называется лемнискатой Бернулли, в 5-м примере 
дана трёхлепесковая роза. Напоминаю, что если есть возможность быстро 
построить чертеж, то его лучше построить. А здесь они, к слову, быстро 
строятся и вручную. 
После интенсивной разминки на опушке надеваем хоккейную маску и с 
воодушевлением углубляемся в лес за новыми жертвами: 
Пример 6 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями . 
Решение: в условии даны две линии, и здесь хоть о чертеже и молчок, но 
без него уже трудно. Какую кривую задаёт уравнение ? В статье о 
полярных координатах мы подробно разбирали и строили график полярной 
розы  с лепестками на промежутках . Знак 
«минус» всё перевернёт с ног на голову (а если академичнее - отобразит 
симметрично относительно полярной оси и её продолжения) и лепестки розы 
 расположатся в секторах . 
Уравнение же  значительно проще, оно определяет типовую 
окружность: 
 
Искомая фигура заштрихована синим цветом. Чтобы вычислить её 
площадь, нужно из площади круга вычесть площадь одного лепестка розы. 
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1) Вычислим площадь круга. Пределы интегрирования , по 
формуле: 
 
2) Вычислим площадь лепестка розы, расположенного в пределах 
: 
 
3) Площадь искомой фигуры: 
 …  
Ответ: , что весьма правдоподобно 
В рассмотренном примере фигурировали разные отрезки интегрирования, 
и площадь выразилась разностью . Однако на 
практике данные промежутки чаще совпадают и по причине линейности 
интеграла формула упрощается. Сформулирую правило в общем виде: если 
функции  непрерывны и неотрицательны на некотором отрезке , 
и при этом , то площадь фигуры, ограниченной отрезками лучей 
 и данными линиями, равна: 
 
Нетрудно уловить, что общий мотив похож на вычисление площади в 
прямоугольных координатах по формуле , где из «верхней» 
функции, вычитается «нижняя». 
И в заключение ещё одна распространённая разновидность задачи, после 
чего будет специальное предложение для самых увлечённых маньяков: 
Пример 8 
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Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными в 
полярных координатах 
. 
Решение: с художеством особых проблем не возникает, однако фигура, 
ограниченная окружностями , не определена однозначно и 
поэтому в условии наложено дополнительное ограничение на угол , 
из которого следует, что необходимо вычислить заштрихованную площадь: 
 
Сначала разберёмся, как найти луч , по которому пересекаются 
окружности. Очень просто - приравниваем функции и решаем уравнение: 
 
Сбрасываем косинус на нижний ярус левой части и превращаем дробь в 
тангенс: 
 
Таким образом:  
Из чертежа следует, что площадь фигуры нужно искать как сумму 
площадей: 
1) На промежутке  фигура ограничена отрезком луча  и дугой 
окружности  (синяя штриховка). 
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2) На промежутке  фигура ограничена тем же отрезком луча  и 
дугой окружности  (зелёная штриховка). 
 
Интегралы настоятельно рекомендую считать раздельно - риск допустить 
ошибку по невнимательности как никогда велик. Только что ещё раз убедился 
на собственном опыте, пытаясь оформить решение «одной строкой». 
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